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1. 绪论

1.1 信号的分类

信号的分类包括:

1. 确定性信号与随机信号：按照确定性分类

2. 连续时间信号和离散时间信号：按照时间的连续离散性分类

3. 周期信号和非周期信号：按照周期性分类

4. 奇信号与偶信号：按照奇偶性分类

5. 模拟信号和数字信号

其中模拟信号和数字信号的定义易于混淆，因此这里特别对其进行解释。

1.1.1 模拟信号和数字信号
Definition 1.1.1 —模拟信号. 时间连续或幅值连续的信号称为模拟信号。

Definition 1.1.2 —数字信号. 时间和幅值均离散化的信号。

在这里笔者对连续与离散的理解为：连续代表可以任意取值，{0.1,0.01,0.001}等等，对

精度没有要求；离散则代表取值有限制，只能取如 {0.1n,0.01n,0.001n; n ∈ Z}等具有限制的

数字。

■ Example 1.1 判断下列信号是连续信号还是离散信号：

1. f (t) = sin(t)

2. f (t) = sin(nT ),T = 0.1,n ∈ Z

3. f (t) = f un(sin(nT )),T = 0.1,n ∈ Z， f un()定义为对函数进行 0.01分度的四舍五入 (例如

0.134变为 0.13；0.125变为 0.13)。
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■

1、3十分容易判断他们分别是连续信号与离散信号，易错点为 2。答案是 2为模拟信

号，因为其时间离散，但幅度连续。

1.2 常用信号

包括指数信号、正/余弦信号、复指数信号、单位脉冲信号、单位阶跃信号、单位冲激

信号、符号函数等。这些信号对后续学习均起到至关重要的作用。其中单位冲激信号的性质

值得再次强调。

Theorem 1.2.1 —冲激函数的筛选性质. x(t)δ (t − t0) = x(t0)δ (t − t0)

Theorem 1.2.2 —冲激函数的取样性质.
∫ +∞
−∞ x(t)δ (t − t0)dt = x(t0)

此外，冲激信号与阶跃信号的关系、阶跃信号与脉冲信号的关系等等大家也应心中有

数。

1.3 信号的运算

包括加法与乘法、移位（时移或延时）、反转变换（反褶）、尺度变换（压缩与扩展）、

复合运算、微分与积分、基本信号分解等。后续还会涉及到卷积。运算方法在此不做介绍。

1.3.1 复合运算

我们要理清信号从 f (t)到 f (at +b)的变化过程，往往其能从两方面来理解——先移位

后尺度以及先尺度后位移。

1. f (t)到 f (t +b)到 f (at +b)

2. f (t)到 f (at)到 f (a(t + b
a)) = (at +b)

1.3.2 信号分解

直流与交流分解

xd =
1
T

∫ T
2

− T
2

x(t)dt

xa(t) = x(t)− xd

能够注意到直流分量其实是对信号求了均值。
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奇偶分解

Ev{x(t)}= xe(t) =
1
2
[x(t)+ x(−t)]

Od{x(t)}= xo(t) =
1
2
[x(t)− x(−t)]

运用奇偶函数定义不难证明上述函数的奇偶性。

脉冲分解

f (t) =
∫ ∞

−∞
f (τ)δ (t − τ)dτ

运用到了冲激函数的性质。

其它还有虚实分解、正交分解等等。虚实分解与奇偶分解的思想是一致的，而正交分解

将会在下一章介绍。

1.3.3 周期信号的加 (减)运算后的周期性
Definition 1.3.1 —周期信号. 是定义在 R上的，每隔一定时间 T，按相同规律重复变化的

信号。即对于信号 f (t)，∃T 使得 f (t +T ) = f (t)恒成立。

在这里给出一条并不完全正确的结论，但基本适合大部分情况：

Theorem 1.3.1 —周期信号的叠加. 当且仅当两个周期信号的周期之比为有理数时，相加之

和才为周期信号，且和信号周期为两信号周期的最小公倍数。

减法同理。其特殊情况请感兴趣的同学自行上网搜索。

■ Example 1.2 判断下列和信号的周期性

1. sin(x)+ sin(2x)，为周期函数，其周期为 2π;

2. sin(x)+ sin(x)，不为周期函数.

■

1.4 重点 summary

模拟信号与数字信号

信号平移与尺度的复合运算

简单的分解

周期信号叠加的周期性



2. 正交函数集以及正交分解

2.1 正交函数集
Definition 2.1.1 —正交函数集. 正交集合是由一系列元素组成的

集合内的元素是彼此正交（垂直）的

2.1.1 函数的内积
Definition 2.1.2 —函数内积. 离散函数： f1 · f2 = ∑n2

n=n1
f1(n) f2(n)

连续函数： f1 · f2 =
∫ t2

t1 f1(t) f2(t)dt

当内积为 0时则代表正交。

2.1.2 标准正交基

在正交的条件下满足自身模长为 1。当正交集合中均满足元素模长为 1时，则为标准正

交集合。

其它概念：完备正交集合。

2.1.3 常见正交集合

三角函数正交集

{sinnω0t,cosnω0t,n = 0,±1,±2, · · ·} , t ∈ (t0, t0 +T ),T = 2π/ω0

复指数正交集

{
e jnω0t ,n = 0,±1,±2, · · ·

}
, t ∈ (t0, t0 +T ),T = 2π/ω0
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以上两正交集均是后续变换的重要基础。

2.2 正交分解

在此直接给出系数公式：

ai =

∫ T2
T1

f (t) fi(t)dt∫ T2
T1

fi(t) fi(t)dt
=

∫ T2
T1

f (t) fi(t)dt
Ki

其中 f 为现有函数， fi是正交集合中的元素。

这个系数的前提是在均方误差最小的情况下，推导过程并不复杂。

2.3 重点 summary

函数正交集

函数正交分解的系数求解



3. 连续周期信号的傅里叶级数

3.1 傅里叶展开——三角函数形式

考察上一讲提到的三角函数正交集，以它为基础进行计算。通过 2.2正交分解公式进行

系数求解。

3.1.1 三角函数集模长与正交性

回顾正交函数集：

{sinnω0t,cosnω0t,n = 0,±1,±2, · · ·} , t ∈ (t0, t0 +T ),T = 2π/ω0

对其正交性与自身模长进行阐述：∫ T0/2

−T0/2
1 · sinnω0tdt =

∫ T0/2

−T0/2
1 · cosnω0tdt = 0∫ T0/2

−T0/2
1dt = T0

∫ T0/2

−T0/2
cosnω0t · cosmω0tdt =

0 m ̸= n

T0
2 m = n

∫ T0/2

−T0/2
sinnω0t · sinmω0tdt =

0 m ̸= n

T0
2 m = n∫ T0/2

−T0/2
cosnω0t · sinmω0tdt = 0

上述公式说明了两件事：三角函数集合确实是正交的；除 1的模长为 T0，其它元素模长为
T0
2。
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3.1.2 系数求解

回顾公式：

ai =

∫ T2
T1

f (t) fi(t)dt∫ T2
T1

fi(t) fi(t)dt
=

∫ T2
T1

f (t) fi(t)dt
Ki

将三角函数带入并进行积分求解，得到最终的系数公式：

a0 =

∫ T0/2
−T0/2 f (t)dt

K0
=

1
T0

∫ T0/2

−T0/2
f (t)dt

an =

∫ T0/2
−T0/2 f (t)cos(nω0t)/dt

Kan

=
2
T0

∫ r0/2

−x0/2
f (t)cos(nω0t)dt,n = 1,2,3, . . .

bn =

∫ T0/2
−T0/2 f (t)sin(no0t)dt

Kbn

=
2
T0

∫ T0/2

−T0/2
f (t)sin(no0t)dt,n = 1,2,3, ...

其中第一项是整体信号的直流分量——代表了均值。

最终得到信号的展开级数：

f (t) = a0 +
∞

∑
n=1

[an cos(nω0t)+bn sin(nω0t)]

■ Example 3.1 判断正误

傅里叶级数展开将连续信号分解成离散信号的和。(来自 2023期末选择，回忆版)

■

答案是正确的。可能误区在于基信号不也是连续函数吗？，但事实上基信号不需要表
示，我们只关系系数。如果把正交集合想成坐标系的话，那已知信号便可以由若干个坐标系
中的点构成。

3.2 傅里叶展开——一般形式

运用三角函数的性质，我们可以将三角函数合并：

an cos(nω0t)+bn sin(nω0t) = cn cos(nω0t +φn)

其中 cn =
√

a2
n +b2

n φn = arctg(−bn/an)，分别代表幅值和相位。

再次代回原式子，能够更加简洁，且物理意义更加明显：

f (t) = a0 +
∞

∑
n=1

[an cos(nω0t)+bn sin(nω0t)]

= c0 +
∞

∑
n=1

cn cos(nω0t +φn)
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3.3 傅里叶展开——复指数形式（广义三角函数形式）

在这里不加的给出公式：

F(nω0) =
1
T0

∫ T0/2

−T0/2
f (t)e− jnω0tdt,n = (−∞,+∞)

推导过程提示：考虑三角函数与复指数的关系——欧拉公式。
在这里简要提一下级数能收敛到原函数的条件：

Theorem 3.3.1 — Direchlet条件的充分条件. 共三条

1. 在一个周期内，信号 f(t)绝对可积

2. 在一周期内，如果有间断点存在，则间断点的数目应是有限个

3. 在一周期内，极大值和极小值的数目应是有限个

在题目中不会对其进行考察，但如果后续学习过程中对展开产生疑问且找不到问题所在时，

不妨回头看一下是否收敛。

3.4 奇偶性与级数关系

函数性质 级数特点

奇函数 仅正弦项

偶函数 仅直流和余弦项

奇谐函数 仅奇次谐波（含正弦和余弦）分量

偶谐函数 仅直流和偶次谐波（含正弦和余弦）分量

Table 3.1: 奇 (谐)偶 (谐)性

其中称满足 f (t + T0
2 ) =− f (t)为奇谐函数，称满足 f (t + T0

2 ) = f (t)为偶谐函数。

3.5 重点 summary

傅里叶级数展开公式：共三种（一般形式并不常用）。

信号性质与级数特点的对应关系。



4. 连续信号的傅里叶变换

注意到上一讲处理的信号均为周期信号，那么面对非周期信号又将如何处理？周期无

限大是核心。

从离散正交集的级数到连续基函数的变换，从此将正式踏入“变换”的大门。

4.1 非周期信号的傅里叶变换——以无穷大周期切入

套用周期傅里叶级数公式：

F̃(nω0) = lim
T0→∞

[
1
T0

∫ T0/2

−T0/2
f (t)e− jna0tdt

]
注意到积分是一个有界量，因此整体趋于 0。那么在这种条件下此物理量已经失去了意义

——恒为 0。为了克服这个问题，我们将重定义频率密度函数作为后续研究重点。

Definition 4.1.1 —频率密度函数. F(ω) = lim
T0→∞

T0F̃(nω0) =
∫ +∞
−∞ f (t)e− jωtdt

积分上下界依旧可以理解成周期的边界，只不过非周期函数的周期是正无穷。这也是傅里

叶变换对中的正变换。

进一步，让我们探究傅里叶级数和傅里叶变换的关联。

F(nω0) =
1
T0

∫ T0/2

−T0/2
f (t)e− jnω0tdt =

1
T0

F(ω)

∣∣∣∣
ω=nω0

最终给出傅里叶变换对：
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Definition 4.1.2 —傅里叶变换对.

F(ω)=
∫ +∞

−∞
f (t)e− jotdt=F [ f (t)]

f (t) =
1

2π

∫ +∞

−∞
F(ω)e jotdω = F−1[F(ω)]

同样应考虑收敛条件。与上一讲类似，此处不再赘述，后续变换同理应考虑收敛，但将

不会再提，请读者留有一定意识。

4.2 常见信号的傅里叶变换

f (t) F(ω)

e−at 1
a+ jω

e−a|t| 2a
a2+ω2

δ (t) 1

E jω
u(t) 1

jω +πδ (ω)

sgn(t) 1
jω

sin(ω0t) jπ[δ (ω +ω0)−δ (ω −ω0)]

cos(ω0t) π[δ (ω +ω0)+δ (ω −ω0)]

Table 4.1: 常见傅里叶变换表

注意积分方法，常用的方法是用已知函数组成未知函数，如在计算阶跃函数时，我们的
方法为 u(t) = 1

2 +
1
2 sgn(t)。

■ Example 4.1 求以下函数的傅里叶变换

f (t) = sgn(t)

■

直接积分求会因为不满足绝对可积条件而得不出答案，因此采用变换

f1(t) = sgn(t)e−a|t| =

−e−at t < 0

e−at t ≥ 0

然后让 a趋近于 0即可得到答案。

■ Example 4.2 求以下函数的傅里叶变换

f (t) = u(t)
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■

直接积分求会因为不满足绝对可积条件而得不出答案，因此采用变换

f1(t) =
1
2
+

1
2

sgn(t)

即可得到答案。

4.3 傅里叶变换的性质

1. 对称性

F(ω) = F [ f (t)] =⇒ F [F(t)] = 2π f (−ω)

此公式常常用于已知求未知，能够大大节省计算时间。

2. 线性性

F [
n

∑
i=1

ai fi(t)] =
n

∑
i=1

aiFi(ω)

得益于线性性，因此信号分解才具有意义。

3. 奇偶虚实性

Theorem 4.3.1 —奇偶虚实性. 实偶-实偶;实奇-虚奇

1. 若 f (t)为函数,则 F(ω)为实偶函数

2. 若 f (t)为实奇函数,则 F(ω)为虚奇函数

这个定理能够简明的描述出频谱的特征。此外其也是 DCT（离散余弦变换）的理论基础。

4. 尺度变换

F [ f (at)] =
1
|a|

F(
ω
a
)

a=−1−−−→ F [ f (−t)] = F(−ω)

注意外面有绝对值里面没有
时域压缩（扩展）等同于频域扩展（压缩）

5. 时移与频移

F [ f (t − t0)] = F(ω)e− jωt0

F [ f (t)e jω0t ] = F(ω −ω0)

注意哪里有负号？很很很重要，很很很常用。
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6. 时域微分与频域微分

F [
d f (t)

dt
] = jωF(ω) F [

dn f (t)
dtn ] = ( jω)nF(ω)

很很很重要，很很很常用。

■ Example 4.3 请尝试用微分性质借助 u(t)求 δ (t)的傅里叶变换。 ■

7. 时域积分与频域积分

F [
∫ t

−∞
f (τ)dτ] =

F(ω)

jω
+πF(0)δ (ω)∫ ∞

−∞
F(ω)dω = F−1

[
j

f (t)
t

+π f (0)δ (t)
]
= F−1

[(
j
1
t
+πδ (t)

)
f (t)

]
■ Example 4.4 请尝试用积分性质借助 δ (t)求 u(t)的傅里叶变换。 ■

提问：积分性质中得到的 δ (t)是怎么来的呢？
在后续变换中，会有相似性质，笔者将不会每一个都详细描述，只会对重难点以及改动

的地方进行强调，所以请大家牢记傅里叶变换的性质。

4.4 重点 summary

求傅里叶变换的思想以及已知组成未知的技巧

傅里叶变换的性质是重中之重。后续的拉普拉斯变换、Z 变换等均与其有异曲同工之

妙，相似度很高。



5. 拉普拉斯变换

在傅里叶变换中，存在诸多弊端，比如其对收敛条件十分严格。因此我们通过乘上衰减

因子来辅助原信号收敛，得到拉普拉斯变换。同时拉普拉斯变换有更强的对信号的描述能

力。

这章十分重要，向上承接傅里叶变换，向下与未来的线性时不变系统分析密切相关，请
大家一定要牢牢掌握拉氏变换的内容。

插句题外话，拉普拉斯变换初始是用来接微分方程的有力工具，这个方法在《微分方

程》这门课中也会有所讲解。而信号与系统中对一个系统的描述往往就是差分方程、微分方

程，因此自然也可以用拉普拉斯变换来简化我们的计算步骤。

5.1 单边拉氏变换

直接给出拉普拉斯变换对：
Definition 5.1.1 —拉普拉斯变换对.F(s) = L [ f (t)] =

∫ +∞
0 f (t)e−stdt

f (t) = L −1[F(s)] = 1
2π j

∫ σ+ j∞
σ− j∞ F(s)estds

其中 s = σ + jω。注意单边拉氏变换的积分是从 0开始，更准确说其上下界是 (0−,+∞)

以后默认拉普拉斯变换指的就是单边拉普拉斯变换。



22 Chapter 5.拉普拉斯变换

5.1.1 拉氏变换与傅里叶变换的区别

傅里叶变换是当 σ = 0时的一种特殊的拉氏变换。

F1(ω) = F [ f (t)e−σt ] =
∫ +∞

−∞
f (t)e−σte− jωtdt =

∫ +∞

−∞
f (t)e−(σ+ jω)tdt

从频域的角度上来看，傅里叶变换是一维实数频率信息 {ω}，拉氏变换是二维复平面
信息s={ω , σ}，描述能力增强——ω 只能描述振荡重复频率，而 s不仅能描述振荡频率，也

能反映振荡幅度的衰减或增长速率 (衰减因子携带的信息)。

5.1.2 拉氏变换的收敛问题

依旧是 Direchlet 条件。往往已知函数的增长速度不能大于指数函数，这样才可能收

敛。

Definition 5.1.2 —收敛域. 以 s平面的视角.

若存在 σ0，使得 f (t)e−σ0t 收敛，则对于任意一个大于 σ0的 σ， f (t)e−σt 就一定收敛。

我们称 s平面中 σ > σ0的部分是收敛域。

5.2 基本函数的拉氏变换

在求解时需要注意单边拉氏变换的特点——积分限从 0开始。
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■ Example 5.1 判断以下两个函数的拉氏变换是否相同：

f (t) = e−at

f (t) = eatu(t) =

e−at t ≥ 0

0 t < 0
,a > 0

■

答案是相同的，因为两函数在大于 0的部分完全一致。

接下来给出常见函数的拉氏变换：

f (t) F(s)

e−at 1
s+a

u(t) = e−0 1
s

tn n!
sn+1

δ (t) 1

sin(ω0t) ω
s2+ω2

cos(ω0t) s
s2+ω2

Table 5.1: 常见拉式变换表

5.3 拉氏变换基本性质

1. 线性性

2. 时移

L [ f (t − t0)u(t − t0)] = e−st0F(s)(t0 ≥ 0)

注意单边拉氏变换只能右移，因为要保证在时间小于零的部分是不具有信号的。那么右移
后从 0到 t0 多出来的部分如何处理？u(t − t0)给出了答案——这部分为 0。

为了更加直观的表示，下图展示了两种右移的区别：左图只是单纯的右移，右图为拉普

拉斯意义下的时移。
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3. S域平移

L [ f (t)e−at ] = F(s+a)

4. 尺度变换

L [ f (at)] =
1
a

F(
s
a
)

这里 a是没有绝对值的。究其原因，因为拉普拉斯变换是对正时间进行变换的，因此此处
的 a一定大于 0。

5. 时域微分与频域微分

L [
d f (t)

dt
] = sF(s)− f (0)

其中 f (0)指的是 f (0−)。这个减法在傅里叶变换中没有，注意区分。

将其进行推广得到：

L [
dn f (t)

dtn ] = snF(s)−
n−1

∑
r=0

sn−r−1 f (r)(0)

实话讲这个公式笔者认为很抽象，展开后会更加容易记忆，这里以二阶导为例，请读者体

会。

L [ f ′′(t)] = s2F(s)− s f (0)− f ′(0)

同理得到频域的微分性质：

L [−t f (t)] =
d
ds

F(s) L [(−1)ntn f (t)] =
dnF(s)

dsn

■ Example 5.2 运用性质求 tn 的拉氏变换。 ■

无论在《信号与系统》还是《微分方程》，这个公式都是重中之重，必考，必会。

6. 时域积分与频域积分

L [
∫ t

−∞
f (τ)dτ] =

F(s)
s

+
f−1(0)

s

L [
f (t)
t

] =
∫ +∞

s
F(u)du

其中 f−1(0) =
∫ t
−∞ f (τ)dτ。

请务必注意频域积分的上下界，其与时域积分、傅里叶的时频域积分均不同！！。
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7. 初值定理

lim
t→0+

f (t) = f (0+) = lim
s→∞

sF(s)

当然也有一定的条件：

(1). L [ f ′(t)]存在。

(2). F(s)为真分式。也就是剔除了 f (t)冲激函数及其各阶导数——因为从假分式到真

分式会提出常数、s的正次幂，而这些其实就是 f (t)冲激函数及其各阶导数的拉氏变换。

8. 终值定理

lim
t→∞

f (t) = lim
s→0

sF(s)

同样有条件——首先得存在终值。
存在终值的条件：

(1). F(s)的极点位于 s平面的左半平面。(默认读者已知极点与零点)。

(2). 在 s = 0上至多存在单极点。
第一条或许容易理解——因为在左半面意味着整体趋势是递减的。那么第二条如何理

解？考虑 s = 0单极点的情况，即为 F(s) = k
s，代表原函数为常数函数，因此终值存在。

5.4 重点 summary

拉氏变换与傅里叶变换的差别

拉氏变换 s复平面的意义

拉氏变换的性质，特别的其比傅里叶变换多了初值定理与终值定理，注意使用条件



6. 连续时间系统的时域分析——从时域经典法开始

现在我们已经学过了傅里叶级数、傅里叶变换、拉普拉斯变换，已经掌握了有力的信号

处理工具。接下来我们将理论与系统相结合，将所学的变换切实运用到“系统”中去。接下

来的一切内容均会围绕系统展开，特别的，围绕线性时不变系统 (LTI)。
从这一讲开始，会有部分易混淆难区分的概念，我将会以个人理解来帮助大家更好的

掌握。

6.1 系统

6.1.1 系统的定义
Definition 6.1.1 —广义系统. 由若干相互作用和相互依赖的事物组合/互联而成（组件、设

备、子系统、算法等互联）的具有特定功能（传输信号或对信号进行加工处理）的整体。

Definition 6.1.2 —课程中的系统. 特指在输入信号（激励）下产生输出信号（响应）的系

统。

6.1.2 系统的表示

• 代数方程、微分方程、差分方程

• 框图表示

6.1.3 系统的分类

这里主要强调三个：线性系统与非线性系统、时不变系统与时变系统、因果系统与非因

果系统。

线性系统：满足可加性和齐次性的系统。
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时不变系统：如该系统对输入 x(t)有输出 y(t)，则该系统对输入 x(t −T )应有输出 y(t −
T )。

因果系统：现在的响应 =现在的激励 +以前的激励。不依靠未来的激励。

在这里推荐给大家一篇知乎文章，很清晰全面的讲述了如何判断系统线性、时不变、因

果：https://zhuanlan.zhihu.com/p/629891574。希望大家能够掌握里面每一种类型——

因为每一种都很有代表性，且思路具有相通性可以举一反三。

未来我们主要研究线性时不变系统（LTI）。

6.2 LTI系统分析方法——时域经典法

线性连续时间系统的时域分析，就是一个建立和求解线性微分方程的过程。

N

∑
n=0

an
dnr(t)

dtn =
M

∑
m=0

bm
dme(t)

dtm

那么时域经典法与微分方程的解题思路是一致的 (在数学分析中也有涉及)——完全解

=齐次解 +特解。

齐次解 (自由响应)：微分方程、齐次方程、特征方程、特征根、写出齐次解形式。

而特解 (受迫响应)只需看等式右边的形式即可对应的设出来。

注意：其次解中如果带入 0时刻的值去运算，则一定要带入 0+时刻来进行计算。

至于为什么要用 0+，我在后期讲完零输入响应和零状态响应后，会单独开一个专题来
谈谈我对带入初值、激励函数对系统作用的理解。

■ Example 6.1 求解系统响应 r(t)表达式

d2

dt2 r(t)+7
d
dt

r(t)+6r(t) = e(t), e(t) = 6sin(2t)
d
dt

r(0+) = r(0+) = 0

解：

易求特征根为-1、-6，其次解为 a1e−t +a2e−6t。

根据 e(t)设特解为 β = b1sin(2t)+b2cos(2t)，通过待定系数法带入求得 b1 =
3
50 ,b2 =− 21

50。

因此解为 r(t) = a1e−t +a2e−6t + 3
50 sin(2t)− 21

50 cos(2t)

最后带入 d
dt r(0+) = r(0+) = 0，求得 a1 =

12
25 ,a2 =− 3

50

■

https://zhuanlan.zhihu.com/p/629891574
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如果只有 0−状态怎么办？要求 0+状态,运用公式

r(k)(0+) =
∫ 0+

−∞
r(k+1)(t)dt =

∫ 0−

−∞
r(k+1)(t)dt +

∫ 0−

0
r(k+1)(t)dt = r(k)(0−)+

∫ 0+

0−
r(k+1)(t)dt

这里用到冲激函数匹配法来求
∫ 0+

0− r(k+1)(t)dt 跳变。

冲激函数匹配法

正规方法是匹配高阶项再匹配低阶项，具体老师 ppt上已经很详细了，这里我来描述一

下我的做法，在解题过程中会更加流畅且方便——只需匹配最高项。

1. 找到等式右侧的冲激函数导数的最高项 δ (k)(t)。

2. 找到等式左侧导数的最高项 r(p)(t)。

3. 设 r(p)(t) = a(k+1)δ (k)(t)+akδ (k−1)(t)+ ...+a1δ (t)+a0u(t)。

4. 积分得到任意 r(m)(t),m < p，积分规则为 δ (k)(t)变为 δ (k−1)(t)，δ (t)变 u(t)，u(t)变

0。

5. 带入原式，求解系数。

6. 运用系数求解跳变。

■ Example 6.2 求 0−到 0+的跳变量

d
dt

r(t)+3r(t) = 3δ ′(t)

1. 找到等式右侧的冲激函数导数的最高项 δ ′(t)

2. 找到等式左侧导数的最高项 r′(t)

3. 设 r′(t) = aδ ′(t)+bδ (t)+ cu(t)

4. 积分得到 r(t) = aδ (t)+bu(t)

5. 代入原式，得 a = 3,b =−9,c = 27

6. r(0+)− r(0−) =
∫ 0+

0− r′(t)dt =
∫ 0+

0− bδ (t)dt = b =−9

■

6.3 重点 summary

判断系统类别

时域经典法（注意带入值得要求）



7. 连续时间系统的时域分析——卷积法

上一讲中我们知道了时域经典法，但是其弊端在于麻烦，要猜特解，如果特解找不对

就整体都错了。为了避免这种情况，这一讲将引入卷积法，同时与学到的拉氏变换相结合，

降低求解难度。

7.1 零输入响应与零状态响应
Definition 7.1.1 —零输入响应. 系统在没有输入激励的情况下，仅仅由系统的初始状态引

起的响应 rzi(t)；由非零的系统状态值 r(k)(0−)决定的初始值求解待定系数。

初始条件：r(k)(0+) = r(k)(0−)。若只有 r(k)(0+)则应求解 r(k)(0−)。

Definition 7.1.2 —零状态响应. 系统起始状态为零的条件下，仅仅由系统外加激励信号引

起的响应 rzs(t)；由系统状态值 r(k)(0−)为零决定的初始值求解待定系数。

初始条件：r(k)(0−) = 0，但可能有跳变，需求解 r(k)(0+)。

自由响应/受迫响应 &&零输入响应与零状态响应
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而对于其解法，零输入响应是方程齐次解，零状态响应是齐次解加特解，整体过程与时
域经典法一致，唯一的区别就在于带入的值不同，要牢牢记住初始条件！

7.2 卷积性质

卷积的计算方法为：

f (t)⊗δ (t) =
∫ ∞

−∞
f (τ)δ (t − τ)dτ

希望读者首先从定义的角度理解什么是卷积，最好借助图来加深理解。关于题目巩固，

这里给出一个网址供读者自行学习练习https://zhuanlan.zhihu.com/p/142664211。

1. 交换律、分配律、结合律

卷积的积分与微分定理

y(i)(t) = x( j)
1 (t)⊗ x(i− j)

2 (t)

这个定理能够简化我们的计算，可以通过移动导数阶数的位置使得求导变得更加容易，从

而简化卷积计算。

2. 与冲激函数的卷积定理

f (t)⊗δ (t − t0) = f (t − t0)

f (t − t1)⊗δ (t − t2) = f (t − t1 − t2)

f (t)⊗δ ′(t)= f ′(t)

f (t)⊗δ (k)(t) = f (k)(t)

f (t)⊗δ (k)(t − t0) = f (k)(t − t0)

其中很多是上一条性质的应用。

3. 卷积定理

对傅里叶变换：
F [ f1(t)⊗ f2(t)] = F1(ω)F2(ω)

F [ f1(t) f2(t)] =
1

2π
F1(ω)⊗F2(ω)

对拉普拉斯变换：

L [ f1(t)⊗ f2(t)] = F1(s)F2(s) L [ f1(t) · f2(t)] =
1

2π j
[F1(s)⊗F2(s)]

这为下一讲引入拉氏变换求解打下基础。

https://zhuanlan.zhihu.com/p/142664211
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4. 系统与卷积

7.3 卷积法求解零状态响应

如何描述一个系统？让我们从冲激响应谈起。

零状态响应的求解方式如下：

r(t) = e(t)⊗h(t)

其中 e(t)为激励项，h(t)为单位冲激响应。若时域不好求，可通过卷积定理在频域进行计算

再你变换到时域。

其同样是一种对系统的定义方法。为什么能够这样定义呢？这里谈谈我自己的理解。我

认为上图很好地展示了什么是系统——在给定输入的情况下，对输入进行一定操作后得到

输出。而单位冲激响应便定义了系统对输入进行了什么操作。那么为什么在单位冲激输入
时猜得到这个操作呢，因为任意函数跟冲激函数的卷积都是自身，因此吧冲激函数看成单

位一的话便能够巧妙地得到系统内部过程。激励项便对系统起到一个限制作用，使得任意

通过系统的过程限制在激励项范围内。因此这两者结合，再加上一定的初值，便能够唯一的

描述系统。
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7.4 重点 summary

理解零输入相应和零状态响应。

掌握基本卷积性质，会从时域和频域两方面求卷积。



8. 专题：初值带入问题以及零输入/状态的理解

这一切的一切都要从线性时不变系统说起。

8.1 0− 与 0+ 的初值究竟差在哪

我们现在研究的为线性时不变系统，在 t = 0时刻开始输入激励，因此系统在 t < 0部

分的输出是不包含输入 (激励)信息的——具体来说是不包含从 0开始输入的信息，其仅由

系统初始状态导致。

那么 0− 与 0+ 状态的区别就在于一个还未有输入激励，一个已经有输入激励了，而这

导致 t = 0点往往是间断点，从而导致两个数值有很大差别——反应在下一阶导数的冲激函

数上，因此在代入初值的时候不能混淆。

回顾时域经典法的初值，带入 0+状态，这是因为我们的目的是求解输出与输入的关系

——需要输入的介入，因此我们必须带入 0+来进行求解。

8.2 零输入相应和零状态响应的初值条件为何如此

零输入响应的定义是系统在没有输入激励的情况下的响应，而 0−刚好代表的是无激励

的情况。因为无输入，所以 0− 与 0+ 状态是一致的——没有其他因素干涉，这也就印证了
初始条件的 rk(0−) = rk(0+)。特别注意再次强调：若只有 rk(0+)则一定要求 rk(0−)，去掉激

励的影响，换句话说，是去掉间断点的“断”。
零状态响应的定义式系统起始状态为零的条件下，仅仅由系统外加激励信号引起的响

应。因此不奇怪得到 rk(0−) = 0的结论。那么这里的 rk(0+)状态是什么呢？我们知道 0+等

于跳变加 0−，而 0−是 0，因此此处的 rk(0+)只包含跳变信息，换句话说，只留下间断点的
“断”。
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8.3 自由响应/受迫响应 &&零输入相应/零状态响应

从结果上来说，这两对关系只不过是对最终结果的两种不同理解。

(1).自由响应/受迫响应其实就是齐次解和特解。
(2).零输入相应/零状态响应其实是将初值做了拆分。
而为什么两者的最终答案一致，首先方程的关系摆在那里，就已经确定了系统的基本

特征，只剩下一些系数无法确定。那么一切就要视初值而定。如果把自由响应/受迫响应的

初值叫做全初值的话，零输入相应/零状态响应初值叫做基值和跳变值的话，他们满足如下
条件“全初值 =基值 +跳变值”。由线性可加性，便能够证明最终求得的结果是一致的。



9. 连续时间系统的 S域分析

这是连续系统的最后一节！大家加油！这讲将会提供一个求零状态响应的“大杀器”。

9.1 系统函数
Definition 9.1.1 —系统函数. 零状态条件下系统零状态响应的拉氏变换与激励的拉氏变换

之比，也称为转移函数、传递函数、传输函数。

注意系统函数是 s域上的函数不是时域函数。
将上述定义转化为求解方法：

H(s) =
Rzs(s)
E(s)

这里的 H,R,E 分别对应上一讲中的 h(t),r(t),e(t)的拉氏变换。

回顾拉氏变换性质：

L [
dn f (t)

dtn ] = snF(s)−
n−1

∑
r=0

sn−r−1 f (r)(0−)

因为为零状态响应，因此 f (r)(0−) = 0，从而L [dn f (t)
dtn ] = snF(s)。

因此对于已知关系：

dn

dtn r(t)+an−1
dn−1

dtn−1 r(t)+ · · ·+a1
d
dt

r(t)+a0r(t)

= bm
dm

dtm e(t)+bm−1
dm−1

dtm−1 e(t)+ · · ·+b1
d
dt

e(t)+b0e(t)

经过拉氏变换可得：

(sn +an−1sn−1 + · · ·+a1s+a0)Rzs(s) = (bmsm +bm−1sm−1 + · · ·+b1s+b0)E(s)
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再通过移项便可求出系统函数——H(s)。

同样的，可以通过系统函数求零状态响应：Rzs(s) = H(s)E(s)。

■ Example 9.1 求系统函数：

d2r(t)
dt2 +5

dr(t)
dt

+6r(t) = 2
d2e(t)

dt2 +6
de(t)

dt

解：

s2R(s)+5sR(s)+6R(s) = 2s2E(s)+6sE(s)

H(s) =
R(s)
E (s)

=
2s2 +6s

s2 +5s+6
=

2s
s+2

= 2− 4
s+2

■

值得注意的是，我们可以先求 H(s)再求 Rzs(s)。尽管 H(s)的公式中包含了 Rzs(s)，但

事实上在求解过程中我们不必知道 Rzs(s)，因为微分方程自身已经携带了这个比值信息。

9.2 从系统函数到零状态响应——拉式逆变换

如今我们已经得到了系统函数在频域的表示，那么如何将复杂的式子逆变换到时域呢，

这里就要用到一个很常见的方法——部分分式分解法。相信大家对其并不陌生，在高中的

数列列项中也常有应用。

对于得到的系统函数往往有如下形式：

F(s) =
A(s)
B(s)

=
amsm +am−1sm−1 + · · ·+a1s+a0

bnsn +bn−1sn−1 + · · ·+b1s+b0

考虑复数的存在，则一定可以进行因式分解为：

F(s) =
A(s)
B(s)

=
am(s− z1)(s− z2) · · ·(s− zm)

bn(s− p1)(s− p2) · · ·(s− pn)

其中 zi为零点，pi为极点。(这应该很好记忆，很形象的名称)

我们的目标形势如下（以无重根为例）:

F(s) =
K1

s− p1
+

K2

s− p2
+ · · ·+ Kn

s− pn

目的是简化逆变换的难度，而我们最熟悉的变换就是L [e−at ] = 1
s+a。

接下来我将介绍实极点的处理方式。而虚极点在题目中基本遇不到，并且其处理方法

其实与实根的思路是完全一致的。因此如果感兴趣可自行查阅资料学习。



9.2 从系统函数到零状态响应——拉式逆变换 37

实极点单根

欲求系数 Ki，考虑做如下操作：

(s− pi)F(s) =
(s− pi)K1

s− p1
+

(s− pi)K2

s− p2
+Ki + · · ·+ (s− pi)Kn

s− pn

再将 s = pi带入，不难发现右端除去 Ki都是 0，因此便能够求出 Ki = (s− pi)F(s)|s=pi。

实极点重根

对于极点有重根的情况来说，系统函数应该具有以下形势：

F(s) =
A(s)

(s− p1)kD(s)

而我们的目标是将其拆分成：

F(s) =
K11

(s− p1)
k +

K12

(s− p1)
k−1 + · · ·+ K1k

(s− p1)
1 +

A′(s)
D(s)

不难发现上面的单根方法已经不在适用了——问题在于拆分后有多项分母与 pi有关。

进行如下操作：

(s− p1)
kF(s) = K11 +K12(s− p1)+ · · ·+Kik(s− p1)

k−1 +
A′(s)(s− p1)

k

D(s)

因此我们现在能够求出 K11 = (s− p1)
kF(s)

∣∣∣
s=p1
，原理与单根是类似的。那其他次数的

系数如何求解？考虑求导的方法——因为常数的导数为 0：

d[(s− p1)
kF(s)]

ds
= K12 + · · ·+(k−1)K1k(s− p1)

k−2 +
d[A′(s)(s−p1)

k

D(s) ]

ds

K12 =
d[(s− p1)

kF(s)]
ds

∣∣∣∣
s=p1

K13 =
1
2

d2[(s− p1)
kF(s)]

ds2

∣∣∣∣∣
s=p1

K1i =
1

(i−1)!
di−1[(s− p1)

kF(s)]
dsi−1

∣∣∣∣
s=p1

i = 1,2, · · · ,k

这样我们就能够解决分式分解的问题了。

形式简单

如果形式简单的话，可以直接进行拆分——运动待定系数法。因为我们已知拆分后的

形式，因此直接将系数设出来，在进行通分，最后与原式比较求系数即可。

总之一定要掌握分式分解的方法，其不止在《信号与系统》这门课中有所应用，在《微

分方程》中也会有所涉及，对化简计算有很大的帮助。
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9.3 零极点蕴含的信息

9.3.1 什么是稳定系统
Definition 9.3.1 — 稳定系统. 如果一个系统对任意有界输入，其零状态响应也是有界的，

则称该系统为有界输入有界输出（BIBO）稳定的系统，简称稳定系统

9.3.2 系统稳定性判断

为了验证是否是 BIBO 系统，我们从系统函数入手——它控制者输入到输出的变换关

系。

这里给出结论：

• 时域：h(t)绝对可积。

• s域：极点位于位于 S平面左半平面。

注意辨析“稳定系统”和“终值存在”：
终值存在条件比稳定系统多了一种可能：只在 s = 0存在单根的情况，对应的是临界稳

定状态中的非零常值情况。

9.4 重点 summary

系统函数求法

极点与稳定性的关系



10. 离散信号与离散时间系统

恭喜各位已经跨过了连续时间系统的难关，接下来我们将步入对离散信号的认识与理

解。如果连续系统掌握的还不错的话，相信离散对你来说便是小菜一碟。希望大家能够找到

离散、连续中的相同之处，不仅能够提高学习效率，并且大大降低了学习难度，提高了扎实

程度。

10.1 离散信号基本知识

10.1.1 离散时间信号的表示

• 函数法，如 x[n] = 2n

• 序列法，如 x[n] = 0,1,2,3...

10.1.2 典型离散时间信号

单位样值函数 δ (t)、单位阶跃序列 u(t)、矩形序列 R(t)、斜变序列、三角函数序列、单

边指数序列等等。具体样式不再给出，默认大家已掌握这些基本知识。

单位样值函数

与冲激函数类似，也有抽样性质：

x[n]δ [n−m] = x[m]δ [n−m]

同样的，可用其进行信号分解:

x[n] =
+∞

∑
m=−∞

x[m]δ [n−m]
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10.1.3 三角函数序列的周期性

三角函数序列为 x[n] = Asin(nω0 +ϕ)。
• 若 T = 2π

ω0
为整数，则周期为 T。

• 若 T = 2π
ω0
为有理数 p

q，则周期为 qT。

• 若 T = 2π
ω0
为无理数，则为非周期函数。

10.1.4 离散信号的运算和表示

基本运算

包括加法、乘法、数乘、时移、反褶、尺度变换、差分、累加等。这里仅介绍反褶、差

分，其它相信大家都早已熟悉。

反褶：x[n] = x[−n]

差分：

• 前向差分 ∆x[n] = x[n+1]− x[n]

• 后向差分 ∇x[n] = x[n]− x[n−1]

未来我们依旧主要研究线性时不变的因果系统，因此前向差分很少能够用到。因为因

果不希望有未来的函数值出现。

离散系统表示

与连续系统类似，包括差分方程和框图表示。

对于框图而言：

10.2 时域分析——如何求解某时刻的函数值

10.2.1 迭代法

根据差分方程表达式及初值计算，不断递推到目标位置。

■ Example 10.1 计算斐波那契的第 7项。 ■
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10.2.2 时域经典法

与连续系统的时域经典法思路几乎完全一致，完全解 =齐次解 +特解。

齐次解

齐次方程→特征方程→特征根→写出齐次解形式。

a0y[n]+a1y[n−1]+ ...+aN−1y[n−N +1]+aNy[n−N] = 0

a0αN +a1αN−1 + · · ·+aN−1α +aN = 0

得到特征根 α1,α2, ...,αN。

根据特征根设出通解，注意通解形式与连续系统不同：

y[n] =C1αn
1 +C2αn

2 + ...+CNαn
N

若有重根，其中重根的部分这样设：

y[n] = (C1nk+1 +C2nk−2 + ...+Ck+1n+Cn)αn
1

特解

按照激励设特解：

• an → ban

• nk → b1nk +b2nk−1 + ...+bk

• ku(n)→常数 p

带入初值

在离散系统中，对初值没有要求，这就代表带入 0时刻前的值也能够正确得到结果——

离散系统不存在 0−到 0+的跳变。

10.3 重点 summary

常见的离散信号

离散系统的时域经典法



11. 离散时间系统及卷积

这一章将介绍零输入与零状态响应——与连续时间系统知识完全对应。

11.1 离散系统中零输入/零状态响应得到求解

与连续系统完全一致：

y(n) = yzi(n)+ yzs(n)

= (
n

∑
k=1

Czikαn
k )+(

n

∑
k=1

Czskαn
k +β (n))

=
n

∑
k=1

Ckαn
k +β (n)

其中第二个等式正是“零输入 +零状态”。

与连续系统求解有哪些不同呢？

解得形式不同

离散对应的为：

y[n] =C1αn
1 +C2αn

2 + ...+CNαn
N

而连续对应的是：

y(t) =C1eα1t +C2eα2t + ...+CNeαNt

离散系统没有 0− 到 0+ 的跳变

再次强调初值条件

零输入：带入的应该是 y[−1],y[−2]等 y[n < 0]的值。
零状态：带入的应该是在 y[n < 0] = 0时求出的 y[0],y[1]等 y[n ≥ 0]的值。
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■ Example 11.1 求 y(n)−0.9y(n−1) = 0.05u(n)的完全响应，已知 y(−1) = 1.

解：

只有一个特征根为 0.9，易求其特解为 β = 0.5，（通过 β −0.9β = 0.05确定）

对于零输入相应：
yzi(n) =Czi ∗0.9n，带入 y(−1) = 1，求出Czi = 0.9，因此 yzi(n) = [0.9∗0.9n]u(n)

对于零状态响应：
yzs(n) = Czs ∗ 0.9n + 0.5，通过 y(−1) = 0 → y(0) = 0.05，带入 y(0) 求出 Czs = −0.45，即

yzs(n) = [−0.45∗0.9n +0.5]u(t)

最终 y(n) = yzi(n)+ yzs(n) = [0.45∗0.9n +0.5]u(t)

■

11.2 单位样值响应
Definition 11.2.1 — 离散系统的单位样值响应. 以单位样值函数 δ (n) 为激励，系统产生的
零状态响应，通常用 h(n)表示。换句话说，单位样值响应 h(n)就是输入信号为 δ (n)时
系统的输出信号。

可以把这个概念与连续系统中的单位冲激响应 h(t)相类比，其实他们是一致的，只不

过是在连续和离散中的不同表现。

那么如何求解？再联系系统中我们有拉氏变换这个强有力的工具，但在离散系统之我
们还没有学习到与其对应的方法，因此我们只能将激励替换成单位样值函数，运用地推的

方法进行计算。

a0y(n)+a1y(n−1)+ . . .+aN−1y(n−N +1)+aNy(n−N)

= b0x(n)+b1x(n−1)+ . . .+bM−1x(n−M+1)+bMx(n−M)

替换为
a0h(n)+a1h(n−1)+ . . .+aN−1h(n−N +1)+aNh(n−N)

= b0δ (n)+b1δ (n−1)+ . . .+bM−1δ (n−M+1)+bMδ (n−M)

■ Example 11.2 试求 y(n)− 1
2 y(n−1) = x(n)

h(0) =
1
2

h(−1)+δ (0) = 0+1 = 1

h(1) =
1
2

h(0)+δ (1) =
1
2
+0 =

1
2

h(2) =
1
2

h(1)+δ (2) =
1
2
× 1

2
+0 =

(
1
2

)2

h(n) =
1
2

h(n−1)+δ (n) =
1
2

(
1
2

)n−1

+0 =

(
1
2

)n

■
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事实上，Z变换就是离散中的拉氏变换，这个方法将会在下一讲中给出。

11.3 离散系统中的卷积

这里给出离散卷积的计算方式，希望大家与连续系统类似，能够从图形的角度去理解

这件事情：

y(n) =
+∞

∑
m=−∞

x(m)h(n−m) =
n

∑
m=0

x(m)h(n−m) = x(n)⊗h(n)

其有着交换律、结合律、分配律，x(n)⊗δ (n−m) = x(n−m)。

11.3.1 卷积的计算

定义法

按照定义的公式直接进行计算。

图解法

共分为五个步骤：

• 变量替换:h(n)→ h(m)

• 时间反转:h(m)→ h(−m)

• 时间移位:h(−m)→ h(n−m)

• 乘法计算:x(m)h(n−m)

• 求和:∑+∞
m=−∞ x(m)h(n−m)

对位相乘求和法

x1(n) = {4,3,2,1},x2(n) = {3,2,1}，求 x1 ⊗ x2

x1(n) 4 3 2 1

⊗ x2(n) 3 2 1

4 3 2 1

8 6 4 2

+ 12 9 6 3

y(n) 12 17 16 10 4 1

所以 y(n) = {12,17,16,10,4,1}

注意不需要调换某一个序列的顺序。
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运用性质——与单位样值函数有关

h(n) = δ (n)+2δ (n−1)+3δ (n−2)

y(n) = δ (n)+δ (n−1)+δ (n−2)

y(n) = [δ (n)+2δ (n−1)+3δ (n−2)]⊗ [δ (n)+δ (n−1)+δ (n−2)]

= δ (n)+2δ (n−1)+3δ (n−2)

+δ (n−1)+2δ (n−2)+3δ (n−3)

+δ (n−2)+2δ (n−3)+3δ (n−4)

= δ (n)+3δ (n−1)+6δ (n−2)+5δ (n−3)+3δ (n−4)

11.4 重点 summary

离散的零输入、零状态求解

卷积的性质与计算



12. 离散系统的 Z 变换

在这章我们将会学习离散系统中的拉普拉斯变换——Z变换。这也是继傅里叶变换、拉

普拉斯变换后的第三种变换方式。

12.1 Z 变换

回顾第 9章介绍的单位样值函数性质，对于连续因果信号：

x[n] =
+∞

∑
m=−∞

x[m]δ [n−m] =
∞

∑
m=0

x[m]δ [n−m]

如果对其做拉氏变换的话：

Xs(s) = L [xs(t)] =
∫ ∞

0
xs(t)e−stdt =

∫ ∞

0

[ ∞

∑
n=0

x(nT )δ (t −nT )
]

e−stdt

通过积分求和换序:

Xs(s) =
∞

∑
n=0

[∫ ∞

0
x(nT )δ (t −nT )e−stdt

]
=

∞

∑
n=0

x(nT )e−snT

再令 Z = sT :

X(z) =
∞

∑
n=0

x(n)z−n

而这就是 Z变换——离散中的拉氏变换。

考察 Z 的数据结构：因为 s = σ + jω，因此 s 是负数（这也就是为什么 s 平面时复平

面），所以 z事实上也是一个复数——有实部和虚部——z平面。
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12.2 Z 变换的收敛域问题

这里是对《数学分析》课程中级数知识的应用。主要用到两种判别法——比值判定法和
根值判定法，方法的具体内容不做介绍，读者应在《数学分析课程中已掌握》。

12.2.1 有限长序列

x(n) =

x(n) n1 ≤ n ≤ n2

0 otherwise

其收敛域为：

ROC =


0 ≤ |z|< ∞ n2 < 0

0 < |z|< ∞ n1 < 0,n2 > 0

0 < |z|< ∞ n1 < 0

12.2.2 无限长序列

右边序列

x(n) = x(n)u(n−n1)

其收敛域为：

ROC =

|z|> |R1| n1 ≥ 0

|R1|< |z|< ∞ n1 < 0

其中： ∣∣∣∣ lim
n→+∞

n
√

x(n)
∣∣∣∣= |R1|

在此让我们看一下收敛域的图像表示。在拉氏变换中我们知道收敛域是在左半平面。而

对于 z来说，我们将其划分为实部和虚部。注意到 ROC中是 |z|——即模长，对应到二维平
面中应该是以圆为单位。
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左边序列

x(n) = x(n)u(n2 −n)

其收敛域为：

ROC =

0 < |z|< |R2| n2 > 0

0 ≤ |z|< |R2| n2 ≤ 0

其中： ∣∣∣∣ 1
limn→+∞

n
√

x(−n)

∣∣∣∣= |R2|

双边序列

即为上述两种情况的交集：

ROC = {|a|< |z|< |b|}

12.3 常见 Z 变换

f (n) X(z)

δ (t) 1

u(t) z
z−1

anu(n) z
z−a

nu(n) z
(z−1)2

Table 12.1: 常见 Z变换表
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12.4 逆 Z 变换

12.4.1 长除法

因为 Z变换后为：

X
(
z
)
= Z

[
x
(
n
)]

=
∞

∑
n=−n

x
(
n
)
z−n = ...+ x

(
−1

)
z1 + x

(
0
)
z0 + x

(
1
)
z−1 + ...

所以实际上我们求解的是 zi前的系数。而 Z变换后往往是一有理函数，形如：

X (z) =
N (z)
D(z)

=
∑M

j=0 aiz− j

∑N
j=0 b jz− j

=
a0 +a1z1 + ...+aM− jzM−1 +aMzN

b0 +b1z1 + ...+bN−1zN−1 +bNzN

因此采用多项式除法便能够得到相应的系数了。

注意左边/右边序列求解时，多项式的排列方法。

12.4.2 部分分式展开法

我们的目标结果为：

X(z)
z

=
K1

z− p1
+

K2

z− p2
+ ...+

KN

z− pN

注意先除以 z在进行拆分。

再知道目标形式后就可以按照与拉氏变换完全相同的方法来进行拆分了。

■ Example 12.1 已知 Z变换求解原序列：

■
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12.5 Z 变换的性质

线性

时移

双边序列：

Z [x(n−m)] = z−mX(z)

右移位 (分别为右边序列和左边序列)：

Z [x(n−m)] = z−mX(z)

Z [x(n−m)u(n)] = z−m
[

X(z)+
−1

∑
k=−m

x(k)z−k
]

左移位 (分别为右边序列和左边序列)：

Z [x(n+m)u(n)] = zm
[

X(z)−
m−1

∑
k=0

x(k)zk
]

Z [x(n+m)] = zmX(z)

z域微分

Z [nx(n)] =−z
d[X(z)]

dz

尺度变换

Z [anx(n)] = X
( z

a

)
初值定理

x(0) = lim
z→∞

[
x(0)+

x(1)
z

+
x(2)
z2 + ...

]
= lim

z→∞
X(z)

因为含有 z的项都为 0，因此最后只剩下 x(0)。沿用这个思路，可以得到 x(1)的表达式:

x(1) = lim
z→∞

z
[
X(z)− x(0)

]
终值定理

lim
n→∞

x(n) = lim
z→1

[(z−1)X(z)]

与拉氏变换的终值类似，首先要判断其是否存在终值，这里给出存在的条件：所有极点
位于 z平面的单位圆内，或者在 z = 1处有单根 (常数)。
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时域卷积定理

Z [x1(n)⊗ x2(n)] = X1(z)X2(z)

12.6 重点 summary

Z变换的来源

收敛域问题

逆 Z变换的求法

Z变换的性质



13. 离散时间系统的 Z 域分析

13.1 Z 变换求解差分方程

在连续系统中，我们采用拉氏变换简单的求出了零状态响应。那么在离散系统中，运用

刚刚掌握的 Z变换知识，同样也能够解决离散系统中的差分问题。

方法为——Z变换，移项求解，逆 Z变换。

■ Example 13.1 请以 Z 变换的方式，再次求解 y(n)−0.9y(n−1) = 0.05u(n),y(−1) = 1的响

应。

解：

Y
(
z
)
−0.9

[
z−1Y

(
z
)
+ y

(
−1

)]
= 0.05

z
z−1

Y
(
z
)
=

0.05z2(
z−1

)(
z−0.9

) + 0.9y
(
−1

)
z

z−0.9

Y
(
z
)

z
=

0.5z
z−1

+
0.45z

z−0.9

y
(
n
)
=
(

0.5+0.45×
(
0.9

)n
)

u(n)

■

13.2 系统函数求解

同样的，在离散系统中也可用 Z 变换求解系统函数，其方式与连续系统一致——初始

状态为 y(n < 0) = 0。



13.3 极点与稳定性关系 53

对差分方程：
N

∑
k=0

aky
(
n− k

)
=

M

∑
r=0

brx
(
n− r

)
系统函数为：

H
(
z
)
=

Y
(
z
)

X
(
z
) =

∑M
r=0 brz−r

∑N
k=0 akz−k

13.3 极点与稳定性关系

全部极点位于 z平面单位圆内。

注意与终值存在的区别——在 z = 0的单根仅是终值存在的条件。

13.4 重点 summary

Z变换求解响应

Z变换求解系统函数

离散系统的系统稳定性



14. 专题：Z 变换与拉氏变换的关系

14.1 s平面与 z平面的对应关系

上一讲曾提到：s的复数结构导致了 z也为复数，具体来说：

z = esTs = e(σ+ jω)Ts = eσTse jωTs = re jθ

这就导致了两者的对应关系如下表展示：

14.2 s平面与 z平面的稳定性关系

s平面可从两个维度来认识——x,y方向——x方向代表收敛关系，y方向代表震荡剧烈

程度。
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z 平面可从两个维度来认识——圆周方向和由内到外——圆周方向代表着震荡的剧烈

程度，由内到外代表着从收敛到发散。



15. 离散时间信号分析——从连续到离散

15.1 离散周期信号的傅里叶级数

15.1.1 基函数

余弦信号集

cos
[

0 · 2π
N

·n
]

cos
[

1 · 2π
N

·n
]

cos
[

2 · 2π
N

·n
]
, ...

余弦信号集

sin
[

0 · 2π
N

·n
]

sin
[

1 · 2π
N

·n
]

sin
[

2 · 2π
N

·n
]
, ...

复指数信号集

e j(k 2π
N n) or e j(kΩ0n)

能够注意到：离散周期信号的倍频信号只有 N 种。且其是周期性的，举例来说：

cos
[
(k+N) · 2π

N
,n
]
= cos

[
k · 2π

N
,n+N · 2π

N
,n
]
= cos

[
k · 2π

N
·n+2πn

]
= cos

[
k · 2π

N
,n
]

15.1.2 离散傅里叶级数变换公式

x(n) =
N−1

∑
k=0

X(kΩ0)e jkΩ0n X(kΩ0) =
1
N

N−1

∑
n=0

x(n)e− jkΩ0n
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也可以写成:

IDFS[X(k)] = x(n) =
N−1

∑
n=0

X(k)W−kn
N DFS[x(n)] = X(k) =

1
N

N−1

∑
k=0

x(n)W−kn
N

15.2 离散时间傅里叶变换 DTFT

首先要明确：离散时间傅里叶变换并不是离散傅里叶变换。

在计算机中，数据的存储是离散的——位数越多精度越高，但总归是有最小刻度，而对

离散的处理工具让我们能够运用计算机这个强力的工具来帮助我们处理数据。

这里直接给出 DT FT 的公式：

X(Ω) =
zx

∑
n=∞

x(n)e− jΩn x(n) =
1

2π

∫ 2π

0
X(Ω)e jΩndΩ

通过观察我们能够发现——x(n)是离散的，但是 X(Ω)仍然是离散的，其实从求和和积
分负号也能够发现如上特点。那么如果计算机采用这种方式的化，其依旧无法对频域进行

刻画——频域是连续的。因此这个变换叫做离散时间傅里叶变换，仅在时间上是离散的。而
后续提到的离散傅里叶变换才是真正的时频域均离散，我们将逐步从连续转为离散。

在离散傅里叶级数中我们知道其基函数是周期的，对于 DTFT依旧有类似性质：

X(Ω+2π) =
+∞

∑
n=−∞

x(n)e− j(Ω+2π)n =
+∞

∑
n=−∞

x(n)e− jΩne− j2πn =
+∞

∑
n=−∞

x(n)e− jΩn = X(Ω)

15.3 离散连续？周期非周期？

这里简要总结学到的诸多方法：

而对时域与频域的对应关系：
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注意规律：时域连续离散对于频域周期非周期，时域周期非周期对应频域连续离散。
具体如何记忆，笔者是这样理解的：对于时域来说，一个周期函数如 sin在频域上不过

对应一个点。而周期函数由周期性，便也就能用频域上有限个点来进行描绘，即时域周期对
于频域离散。
知道这个对应关系后，便可以得到非周期对应连续。观察到这种对应关系是双向的，因

此也就记住了这四个关系。

还是希望大家能够从原理上搞懂，上述不过是一种投机的记忆方式罢了。

15.4 重点 summary

离散变换的周期性

不同分析方法的应用场景

连续离散与周期非周期的对应关系



16. 离散傅里叶变换

这一讲将会介绍一种完全的离散方法——离散傅里叶变换 (DFT)。其时频域均是离散

的，是计算机能够运用的方式。此外，通过考究其性质可以进行优化，成为计算机常用方法

的快速傅里叶变换 (FFT)。

从现在开始后续知识主要以了解为主，尽量搞懂其独特之处。

16.1 离散傅里叶变换

16.1.1 周期延拓

对于离散有限长序列：

x(n) =

x(n) 0 ≤ n ≤ N −1

0 else

定义周期延拓为：

xp(n) =
+∞

∑
r=−∞

x(n+ rN) r ∈ Z

从图像上来看，其变换是这样的：
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Definition 16.1.1 — 主值区间. 对于周期为 N 的序列 xp(n)，定义其第一个周期 n = 0 到

N −1范围为主值区间，在主值区间的序列为主值区间序列，简称主值序列。

16.1.2 频域离散化

频谱以 2π 为周期，设离散化后的频谱为一周期内 N 个点，即 [0,2π)内有 N 个点，间

隔频率为 Ω0 =
2π
N ，每个采样点的频谱用 Xp(k)表示。

Xp(k) = X(Ω)
∣∣∣
Ω=kΩ0

=
+∞

∑
n=−∞

x(n)e− jkΩ0n =
+∞

∑
n=−∞

x(n)e− jk 2π
N n

用 n′ = n+ rN 带入：

Xp(k) =
N−1

∑
n′=0

( +∞

∑
r=−∞

x(n′+ rN)

)
e− jk 2π

N (n′+rN) =
N−1

∑
n′=0

xp(n′)e− jk 2π
N n′

不难发现其实际上是对 xp(n)进行傅里叶变换，回顾时域离散周期对应频域周期离散。
因此我们的频域便是离散的。

16.1.3 变换对与整体变换流程

整个变换公式为：

X(k)=DFT[xp(n)]=
N−1

∑
n=0

xp(n)e− jkΩ0n (0 ≤ k ≤ N −1)

x(n) = IDFT[Xp(k)] =
1
N

N−1

∑
k=0

Xp(k)eiΩ0n (0 ≤ n ≤ N −1)

实际上周期延拓对离散起到了大作用，我们需要的均为主值区间。整体的变换流程为：
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■ Example 16.1 思考题：

试证明若 Xp(k) = Xp(−k)，则有 xp(n)是实偶函数成立。

（提示：考虑复数到三角函数的变换，考虑复平面的对称性）

■

16.2 快速傅里叶变换

离散傅里叶变换的时间复杂度为 O(n2)，在处理长的序列时，计算时间过长。而快速傅

里叶变化大大加快了计算速度，复杂度降到了 O(nlog2(n))。

■ Example 16.2 为什么离散傅里叶变换的时间复杂度为 O(n2)？ ■

定义简洁变量W i
N = e j 2π

N i，以下均以此变量来进行推导。

离散傅里叶变换的矩阵形式为：


X(0)

X(1)
...

X(N −1)

=


W 0

N W 0
N W 0

N ... W 0
N

W 0
N W 1∗1

N W 2∗1
N ... W (N−1)∗1

N
...

...
... ...

...

W 0
N W 1∗(N−1)

N W 2∗(N−1)
N ... W (N−1)∗(N−1)

N





x(0)

x(1)
...
...

x(N −1)


接下来我们将主要对矩阵进行化简。不妨以 N = 4来举例：

W 0
4 W 0

4 W 0
4 W 0

4

W 0
4 W 1

4 W 2
4 W 3

4

W 0
4 W 2

4 W 4
4 W 6

4

W 0
4 W 3

4 W 4
4 W 9

4


16.2.1 W i

N 的周期性

W nk
N =W (nk)N

N
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矩阵化简为： 
W 0

4 W 0
4 W 0

4 W 0
4

W 0
4 W 1

4 W 2
4 W 3

4

W 0
4 W 2

4 W 0
4 W 2

4

W 0
4 W 3

4 W 2
4 W 1

4


16.2.2 W i

N 的对称性

W nk+N
2

N =−W nk
N

矩阵化简为： 
W 0

4 W 0
4 W 0

4 W 0
4

W 0
4 W 1

4 −W 0
4 −W 1

4

W 0
4 −W 0

4 W 0
4 −W 0

4

W 0
4 −W 1

4 −W 0
4 W 1

4


16.2.3 W i

N 的可约性

W nk
N =W nkm

Nm , W nk
N =W nk/m

N/m

由此可将大矩阵进行拆分，得到小矩阵再重复上述运算。

16.2.4 基 2时间抽取的快速傅里叶变换

这种方法叫作蝶形算法。

16.2.5 快速傅里叶变换究竟加速了多少

N = 2048时：

• DFT :进行乘法运算 2048∗2048= 4,194,304次，计算加法 2048∗(2048−1)= 4,192,256

次。共运算 8,386,560次。
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• FFT :进行乘法运算 2048
2 ∗ log2(2048) = 11,264次，计算加法 2048∗ log2(2048) = 22,528

次。共运算 33,792次。

• 33,792
8,386,560 = 4.03%。可见计算量仅为原来的 4%左右，大大降低了计算成本。

16.3 重点 summary

离散傅里叶变换的周期延拓思想

快速傅里叶变换为什么能够快速



17. 信号的采样

计算机只能够处理离散序列，但现实中往往是连续的序列，那么如何将连续变为离散

就要用到采样的方式。如何采样才能够代表连续序列呢？换句话说，采样后的序列能不能较
好的还原会原连续序列？这一讲的奈奎斯特采样定律将会解答这个疑问。

关于信号的重建这里不会做介绍。简要的说是将得到的离散序列进行插值处理使其变
成连续的。感兴趣的同学可自行上网搜索。

17.1 奈奎斯特采样定律
Definition 17.1.1 —奈奎斯特采样定律. 要使时域实信号采样后能够无失真还原，采样频率

必须大于信号最高频率的两倍，Ωs ≥ 2Ωh。

此外：

• T 是使采样信号频谱不混叠的最大采样间隔，称为 Nyquist间隔;

• fs 是使采样信号频谱不混叠的最小采样频率，称为 Nyquist频率;

• Ωs 是使采样信号频谱不混叠的最小采样角频率，称为 Nyquist角频率.

17.2 最大采样频率的计算

现在已知 Φ(t)的最大频率为 f1，Ψ(t)的最大频率为 f2。则：

• Φ(t)+Ψ(t)的最小采样频率为 2max{ f1, f2}
• Φ(t)⊗Ψ(t)的最小采样频率为 2min{ f1, f2}
• Φ(t)∗Ψ(t)的最小采样频率为 2∗ ( f1 + f2)

• Φ(at)的最小采样频率为 a∗2 f1
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17.3 重点 summary

提到的都是重点



18. 模拟滤波器设计

18.1 滤什么波

噪声有加性噪声、乘性噪声、卷积噪声等等。因为我们主要研究线性系统，因此主要去

除的是加性噪声。

对于信号 s(t)与噪声 n(t)，得到的信号为：

f (t) = s(t)+n(t) F(ω) = S(ω)+N(ω)

即信号成分 s(t)和噪声成分 n(t)在频率上是可分离的。

18.2 模拟滤波器

按滤波能力分为：低通滤波器、高通滤波器、带通滤波器、带阻滤波器。
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上图展现了四种理想的模拟滤波器。其仅截取了我们需要的频段，而舍弃了其它频段。

18.2.1 理想滤波器的不可实现性

首先给大家一个网址，我认为其是众多解释中最清晰且周全的。https://zhuanlan.

zhihu.com/p/590085103。主要有两个原因：

时域可频域无法同时带限

当信号的时域长度有限时，其频域长度是无限的；反过来频域带线其时域是无限的。因

此无论从哪个角度设计滤波器，其时域或频域的无限性均无法在现实中表示出来。

不满足因果性

当激励为单位冲击时，理想滤波器的单位冲激响应在时域上表现为 Sa 函数 (Sa(t) =
sin(t)

t )，其在 t < 0的部分并非恒为 0。

回归因果系统的一种判别方式：其冲激响应在 t < 0的部分应恒为 0。因此理想滤波器

非因果系统，无法实现。

18.2.2 模拟滤波器参数

再次仅仅列出部分参数，具体的对应关系默认读者已经掌握。

• ωp:通带 (上限)截止频率

• ωs:阻带 (下限)截止频率

• δp:通带波纹峰值

• δs:阻带波纹峰值

• Ap:最大衰减响应

• As:最小衰减响应

• ω1:下通带（上限）截止频率

• ω2:上通带（下限）截止频率

• ωsl:下阻带（上限）截止频率

• ωsh:上阻带（下限）截止频率

18.3 模拟滤波器设计——以低通滤波器为例

如何从 |H ( jω)|设计出系统函数 H(s)呢，让我们从极点下手。

18.3.1 巴特沃斯滤波器

|H ( jω)|2 = 1

1+
(

ω
ωc

)2N

https://zhuanlan.zhihu.com/p/590085103
https://zhuanlan.zhihu.com/p/590085103
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特点：

• ω = 0时，|H( jω)|2 = 1

• ω = ωc时，|H( jω)|2 = 1/2，Ac =−10lg|H( jω)|2 = 3dB

• ωc：3dB截频，无论 N多大，所有曲线均通过该点

首先列不等式确定出阶数 N

这里直接给出不等式，其推导过程并不复杂——联立不等式，请读者自行尝试。
ωp(

100.1Ap −1
)1/(2N)

≤ ωc ≤
ωs

(100.1As −1)1/(2N)

极点的确定

实函数的傅里叶变换存在共轭对称性，借用这个性质：

|H( jω)|2 = H( jω)H∗( jω) = H( jω)H(− jω) = H(s)H(−s) |s= jω =
1

1+( s
jωc

)2N

也就是说我们可以得到 H(s)H(−s)的极点个数。

最终极点的值为：

sk =
(

e j(2k−1)π
) 1

2N
(

e j 1
2 πωc

)
= ωce j[ 1

2+
2k−1

2N ]π ,k = 1, · · · ,2N

我们要从中挑一半作为系统函数 H(s)的极点，为了系统的稳定性，我们挑选 s平面左

边的极点，即：

sk =
(

e j(2k−1)π
) 1

2N
(

e j 1
2 πωc

)
= ωce j[ 1

2+
2k−1

2N ]π ,k = 1, · · · ,N

最终得到系统函数：

H(s) = (−1)N
N

∏
i=1

si

(s− si)

此外也可以先频率归一化，再通过查表法来确定。因为归一化频率情况下，极点均匀分
布在单位圆上。

H(s′) =
1

BN(s′)
,BN(s′) = 1+a1s′+a2s′2 + · · ·+aN−1s′N−1 +1s′N ,s′ = s/ωc
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18.3.2 切比雪夫 I型滤波器

|H ( jω)|2 = 1

1+ ε2C2
N

(
ω
ωc

)

ε =
√

100.1Ap −1

N ≥
arccosh

(
1
ε
√

100.1As −1
)

arccosh(ωs/ωc)

再由 |H( jω)|2 求极点 sk和系统函数 H(s)（直接法、查表法）

18.3.3 切比雪夫 II型滤波器

|H (jω)|2 =1− 1
1+ ε2C2

N

(ωc
ω
)

其中 ωc
ω 的变化可以理解为将切比雪夫 I型关于 x = 1进行了翻折，而 1−又将得到的图

像进行了 0到 1的上下翻折。得到了现在的图像。
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ε =
1√

100.1As −1

N ≥
arccosh

(
1

ε
√

100.1Ap−1

)
arccosh(ωc/ωp)

再由 |H( jω)|2 求极点 sk和系统函数 H(s)（直接法、查表法）

18.4 频率转换进行非低通滤波器的设计

低通-高通

对低通归一化频率 η 高通归一化频率 λ，其转换关系为：

ηλ = 1或λ =
1
η

最终得到公式：

HHP(s) = HLP(p)
∣∣∣

p=
ωp
s

低通-带通

带通带阻主要以 ω2作为分界线，进行比例关系推导：

η −η2
2/η

η3 −η1
=

2λ
2λp

最终得到公式：

HBP(s) = HLP(p)
∣∣∣

p=
s2+ω3ω1
s(ω3−ω1)

低通-带阻

η −η2
2/η

η3 −η1
=

2λp

2λ

也可通过带通变换 +高通变换进行处理。
最终得到公式：

HBS(s) = HLP(p)
∣∣∣

p=
s(ω3−ω1)
s2+ω3ω1

18.5 重点 summary

理想滤波器的不可实现性

巴特沃斯系数求解与系统函数求解



19. 数字滤波器设计

与模拟滤波器不同，数字滤波器是一种离散时间 LTI系统，输入输出均为数字信号，通

过数字电路或软件改变输入信号所含频率成分的相对比例去除不需要的频率成分。

本讲知识略微单薄，不足以完全了解数字滤波器的设计方法。请读者自行查阅相关资

料。

与模拟滤波器相同，其也可分为四类：

理想数字滤波器依旧存在不可实现性。

19.1 有限脉冲响应滤波器（FIR）

H (z) =
∑M

j=0 b jz− j

1+∑N
i=1 aiz−i
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且 ai至少有一项非零。

19.1.1 冲激响应不变法

步骤为：

• 设计模拟滤波器 H(s)

• 拉氏逆变换求冲激响应 ha(t)

• 对 ha(t)采样得 h(n)

• 对 h(n)进行 z变换得到 H(z)

当设计好模拟滤波器 Ha(s) = ∑N
i=1

Ki
s−pi
后，得到冲激响应为 ha(t) = ∑N

i=1 Kiepitu(t)。对

其进行采样处理得到：

h(n) = ha(t)|t=nT =
N

∑
i=1

Ki(epiT )nu(t)

从而对其 z变换就很容易能够写出来了：

H(z) =
N

∑
i=1

Ki

1− epiT z−1

优点

1. 数字滤波器单位样值响应完全模仿模拟滤波器冲激响应，时域逼近良好。

2. 频率特性基本与模拟滤波器相同。

缺点

会产生频率混叠，只适合低通或带通滤波器的设计。（为什么？）

19.1.2 双线性变换法

这种方法的特点在于压缩——先在复频域将非带限模拟滤波器映射（压缩）为最高角

频率为 π/T 的带限滤波器，再完成 s平面到 z平面单值映射。有效的解决了混叠问题。

■ Example 19.1 为什么范围压缩后就能够解决混叠？换句话讲冲击响应不变法为什么会产

生混叠？

■
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压缩公式为：

ω ′ =
2
T

arctan(
ωT
2

)

观察这个公式，首先其确实完成了我们的压缩目的，将 ω 压缩到 [− π
T ,

π
T ]。此外还有一特点，

在 ω 较小的时候，公式变为 ω ′ = ω 尽量保留了原始信息。

最终得到转换公式：

H(z) = Ha (s) |s= 2
T ·

1−z−1

1+z−1

优点

1. 实现了 s平面到 z平面的单值映射，避免了“频率混叠效应”

2. 可适用于低通、高通、带通或带阻等各种类型数字滤波器的设计

缺点

模拟角频率 ω 与数字角频率 Ω之间呈非线性关系，只在零频率附近近似线性，会产生
失真。

19.2 无限脉冲响应滤波器（IIR）

当 ai恒为 0时：

H (z) =
∑M

j=0 b jz− j

1+∑N
i=1 aiz−i

=
M

∑
j=0

b jz− j

除原点外在 z平面上无极点，无法借用模拟滤波器的设计方法。

19.2.1 窗函数法

从时域出发，设计滤波器的 h(n)去逼近理想单位样值响应 hd(n)，从而使频响特性H(Ω)

逼近理想频响 Hd(Ω)。而 FIR是从频域出发去逼近。

要得到有限长的 h(n)，最简单的方法是用一长为 N的矩形窗 w(n) = RN(n)截断 hd(n)。
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若只用矩形窗会产生问题——吉布斯 (Gibbs)效应。因此有如矩形窗、Bartlett三角窗、
Hamming汉明窗等等窗函数来解决这个问题。

19.2.2 频率采样法

从频域出发，对理想频响 Hd(Ω)进行等间隔采样，使得 FIR滤波器频响特性在采样点

{Ωk = 2πk/N;k = 0,1,2, ,N −1}处与 Hd(Ω)相等，即 H(Ω) = Hd(Ω)。

19.3 重点 summary

从模拟滤波器到数字滤波器的设计思想



20. 信号处理在音频与图像中的应用

将知识进一步应用到具体场景中——如音乐的匹配、图像的压缩等等。这一章仅当知

识的延伸拓展，如果想进一步了解，可以去学习《数字信号处理》《数字图像处理》等等相

关课程。此外信号在控制中也有广泛的应用，也可选修相关课程。

20.1 音频处理之短时傅里叶变换 (STFT)

对于一段音频，如果对其进行整体的频域分析的话，是无法反映信号频谱在时域上的

变化情况的。因此我们的思路是加窗分段，通过对不同窗口的频域分析来反映出当前时间
窗的频域特新——时间窗引入了时间信息。

难点：如何选择窗的宽度？对于该频率来说，其周期很短，也就代表需要较少的时间长
度就能够对其进行辨别；相反，低频率则需要更长的时间来判别。因此再对处理音频不了解

的情况下，加窗的原则要着重考虑。
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20.2 图像处理之二维离散傅里叶变换 (2D DFT)

F(u,v)=DFT[ f (x,y)]=
M−1

∑
x=0

N−1

∑
y=0

f (x,y)e− j2π( ux
M + vy

N )

f (x,y)= IDFT[F(u,ν)]=
1

MN

M−1

∑
x=0

N−1

∑
y=0

F(u,ν)e j2π( ux
M + vy

N )

但是其复杂度非常高——对任意一个 F(u,v) 都要有 O(MN) 的复杂度。运用数学分析

的知识，我们可以对求和符号进行分离，复杂度大大降低，变为 O(M+N)。

F(u,v)=DFT[ f (x,y)]=
M−1

∑
x=0

N−1

∑
y=0

f (x,y)e− j2π( ux
M + vy

N )

=
M−1

∑
x=0

N−1

∑
y=0

f (x,y)e− ju 2π
M xe− jv 2π

M y

=
M−1

∑
x=0

e− ju 2π
M x

N−1

∑
y=0

f (x,y)e− jv 2π
M y

=
M−1

∑
x=0

e− ju 2π
M xF(x,ν) =

N−1

∑
y=0

e− jv 2π
N yF(u,y)

直接进行傅里叶变换后，低频信息在角落。为了能够更好的观察往往要进行以下操作：

1. imshift：图像翻折，将低频信息翻折到中心。

2. abs: 取绝对值。

3. log：减小整体的数值变换范围，使其能够正常的展示全局信息，利于人眼观察。

经过如上操作后我们能得到一副傅里叶频谱图：
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■ Example 20.1 试用频域平移在时域上的性质特点证明：

用 (−1)x+y乘以输入图像 f (x,y)也可进行中心变换，达到 imshift的效果。

■

对于一张频谱图像，我们需要知道各部分代表了哪些信息：

• 直流分量：表示图像的平均灰度.F(0,0)=∑M−1
x=0 ∑N−1

y=0 f (x,y) = MNF̄(u,v)

• 低频分量：代表了大面积背景区域和缓慢变化部分
• 高频分量：代表了边缘、细节、跳跃部分及噪声
• 振幅：描述了图像灰度的亮度
• 相位：决定了图像灰度的位置信息

此外，傅里叶频谱是中心对称的，因此在对频域进行操作时，往往进行对称操作会使得
效果更好。

同样二维图像也有滤波器：如高斯滤波器、巴特沃斯滤波器等等，其也会引申出振铃效
应等诸多问题。这部分内容在《数字图像处理》这门课中有详细的介绍，在信号与系统中仅
做拓展。

20.3 图像压缩之离散余弦变换 (DCT)

离散余弦变换的特点为其频域均是实数，不像 DFT中的频域是复数，此外其频域的能
量更加集中。

在最初的傅里叶变换中，我们提到过这样的性质：

• 若 f (t)为实偶函数,则 F(ω)为实偶函数

• 若 f (t)为实奇函数,则 F(ω)为虚奇函数

因此我们只要让 f (t)是偶函数，即可让频域在实数范围内。具体操作为：将原信号（从
0开始）向右频移 1/2个单位，并做关于 y轴的对称图像，得到的新函数便满足对称性。从
图中便能够清晰地理解：

考虑其与周期延拓的区别：周期延拓在拼接处不一定是“连续”的，而做对称在拼接处
一定是“连续”的。



78 Chapter 20.信号处理在音频与图像中的应用

得到离散余弦变换的公式：

X(k) = 2
N−1

∑
m=0

x(n)cos(
π
N

k(n+
1
2
)) (0 ≤ k ≤ N −1)

x(n) =
1
N

N−1

∑
k=0

X(k)cos(
π
N

k(n+
1
2
)) (0 ≤ n ≤ N −1)

注意正逆变换的积分因子是相同的：cos( π
N k(n+ 1

2))。

而我们经常使用的 JPEG中的压缩部分变为 DCT变换，因为其能量集中——这也就代
表我们能够再去掉更多影响不大的信息后依旧能大致保持原图的信息。当然 JPEG 的步骤

很多，压缩知识其中一部分，感兴趣同学可以自行查阅，其中每一步都不是很困难，会涉及

一些色彩空间的转换以及编码问题，整体压缩效果是很不错的。同样的，可以通过修《数字
图像处理》来进一步学习。
总之以上提到的应用都是片面中的片面，其在生活中各个方面均有出现，只不过常见

到我们已经忽略掉它们了。

20.4 重点 summary

短时傅里叶变换的核心思想

二维傅里叶频谱的物理意义

离散余弦变换的设计思想



笔者的一些想法

《信号与系统》这门课算是一门基础课，虽说不像《数学分析》《线性代数》等课程的基

础性那么强，但是也是我们的有力工具，在音频图像视频处理以及控制理论中均发挥了重

要作用。因此学好这门课是完全有必要的。

这本讲义实话讲内容并未设计很深，仅仅把一些较为重要的知识点列了出来，而更加

深入的如“佩利维纳准侧”、“劳斯判据”等等均未涉及；此外后期的滤波器设计也并没有进

行很详细的讲解。因此这个讲义列出的都是我认为应必会内容。这里的“必会”并不代表全
部背下来，我认为更重要的是理解思想——为什么要这样做。死知识可以网上检索，但是思
路与举一反三的能力使我们应内化于心的。

在学习这门课时，希望大家多多探索，多多思考。当然其实每一门课都要这样。要知道，

老师让我们看到的往往是已非常完备，直指核心的例子。而当我们自行尝试的时候往往会
走上诸多弯路——能否从弯路中走上正道便要靠我们自己的思考——毕竟现实哪有那么多

直路呢？举一个简单的例子，我们在算 u(t)傅里叶的时候用的是 1
2 +

1
2 sgn(t)，那我们能不能

用单边指数的趋近法 (lima→0 e−at , t ≥ 0)来求解呢？当真正尝试的时候大概率得不到正确结
果——因为我们自己的方法是有问题的，往往会忽略很多情况。这道题是课后教材的 3-30，
如果你真的做了且没做出来可以去找答案看看思路。

实话讲，笔者这学期同时学了《微分方程》《数字电路》《数字图像处理》等多多少少

与《信号与系统》相关联的课程。同一个知识点往往在多门课中出现，这或许也是让我较

好掌握知识的一个原因。如果只修习《信号与系统》的话，希望大家能够拿出一定时间去
理解，因为实话讲信号与系统的内容虽多但知识体系十分清晰——连续与离散的对应关系、
不同变换的相互关联都是我们学习过程中的抓手。我尝试在每章的内容中与其他章节相联
系，也是希望读者能够建立较为周密的知识网络。最后，希望大家有所收获！



======Ending======
Edited by黄奕

Thanks for reading

Wish you have a harvest
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